Chapitrelll : Ouvertures,
Fermetures

‘ Ouvertures et Fermetures par adjonction I

Ouvertureset Fermetures algébrigues

&pplication : Granulométriesl ‘ Residus: Top-Hat l
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‘Ouverture et Fermeture par Adj onction'

Probleme defiltrage inverse :

* Plusieurs ensembles différents peuvent avoir le méme érodé, ou le méme
dilaté. Néanmoins, entre tous les inverses possibles, il en existe un plus
petit. On |'obtient en composant |'érosion par la dilatation adjointe.

Il se nomme ouverture par adjonction, que
® Element I'on note

Q structurant

— Vg =05 &g ( casgenéral )
XoB =[(Xe B) [B] (T-opérateurs)

o
Erpsion

O
En intervertissant les facteurs og et €5 on

O M/ obtient la fermeture par adjonction

b= €3 0g ( cas général ),
XeB =[X [B) ©B] (t-opérateurs).

(Ces opérations, dues a G. Matheron, sont parfois appel ées morphologigues)
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‘Propriétés del'ouverture par Adj onction'

Croissance:
L'ouverture et |la fermeture par adjonction sont croissantes comme produits
d'opérations croissantes.

(Anti-)extensiviteé :
Enfaisant Y=0z(X), puisX =¢g5(Y) dansl|' adjonction
(X)) €Y & X < g(Y) onvoit que:

‘ Oz €5 (X) € X < g5 &5 (X)I dou g5 (O5€5) S €5 S (€5 Og)Eg=> ‘EB Og €5 = aBI

| dempotence:
L'érodé de 'ouvert d'un ensemble est egal al'érode de cet ensemble. 1l en
resulte L'idempotence deyg et de ¢ :

€x (0g€s) =& = 0365 (Og€z) =&y |YeYs ™V, ains que ¢gdg =g

Enfin, si g5(Y) = €5(X), anrsyB(X) Oz €g(X) = 05 £5(Y) LY . Alnsl,
Vg €st Ie plus petit inverse del'érosion g; .
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‘ Effetsdel'Ouverture sur les Ensembles |

| nter prétation geometrique :
z [y 5(X) < zDBy ety XeB

zy (X) & zIZIByQX

L'ouverture par adjonction gg(X)
est donc la réunion des ééments
structurants  B(x) inclus dans
I'ensemble X.

Dans le cas d'une t-ouverture , on
obtient pour gg(X) le domaine de
X balayé par I'édément B quand
on déplace ce dernier dans X en
lui iImposant d' y rester inclus.

Elément structurant

Quverture

L'ouverture élimine les petitesiles, ouvre
les isthmes étroits et réduit les caps.

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 )

CoursMorpho I11.4



Effetsdela Fermeture sur les Ensembles

| nter prétation geometrique : ,
Elément structurant

Par passage au complémentaire dans
la définition de XoB, on voit que

XeB =[(X [B) o B]

La t-fermeture Sinterprete comme le
complémentaire du  domaine
balayé par I'éément structurant B
lorsgue celui-ci ne rencontre pas
I'ensemble initial. De plus, en
général B est symétrique, et le
passage au transposé devient sans

objet. La fermeture bouche les petits lacs, ferme les
chenaux et comble partiellement les golfes

Fermeture

A noter gu'un décalage de l'origine
affecte dilatations et érosions, mais
ni les ouvertures ni les fermetures.
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‘ Effetssur les Fonctions'

J. Serra

L'ouverture et |la fermeture par
adjonction créent une fonction
plus simple que la fonction
Initiale , en adoucissant celle-ci
de maniere non linéaire .

L'ouverture (la fermeture)
élimine les pics positifs
(négatifs) qui sont plus étroits
gue |'élément structurant .

L'ouverture (la fermeture) est
située en dessous (au dessus) de
lafonction initiale.

Intensité
60 1 / Fermeture
50 o
Original
40 A
30 A Ouverture
20 -
10 4 - Elément
structur ant
0 T T T T T T j !
0 20 40 60 80

Echantillon
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‘ Ouvertureset FermeturesAIgébriques'

Les trois propriétées fondamentales des ouvertures o€ et des fermetures €6
par adjonction sont aussi bien les axiomes du cas général. En effet,

Définition : Dansun trelllis complet L, toute transformation

croissante, anti-extensive et idempotente définit une ouverture
(algébrique),
croissante, extensive et idempotente définit une fer metur e (algébrique)

Casparticuliers:

Voici deux manieres tres courantes de créer des ouvertures et fermetures
algébriques::

1) prendre un supremum d' ouvertures (inf. de fermetures)(sect.ll1-8);

2) proceder par reconstruction (cf. V- 9et VI - 5).
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‘ | nvariants |

Soit B I'image du treillis L par I'ouverture (algébrique) vy, i.e. B =y (L).
Comme y est idempotente, |'ensemble B constitue la famille des
Invariantsdey, I.e.

bOB = y(b)=B.
1/ Laclasse B est stable pour le sup. Pour toute famille{b;, ] 1J} <B,ona

y(vb,i0J = v{y(b),jOJ} =Vv(b,jOI)
par croissance, et |I'inégalité inverse par anti-extensivite dey. De plus, 0 [ B.
2/ En conseguence, y est la plus petite extension aL del’identité sur B, i.e.

vX)=v{b:bOB,b<x}, x L .

[ le membre de droite est un invariant de y plus petit que X, mais qui de plus
contient y (x). ]
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‘ Représentation des ouvertures |

Inversement, soit B la classe stable pour e sup. engendrée par une classe B,
arbitraire. A chaqueb J B UO associons ladilatation 9,

o@=b s a=b ; 9,(a=0 snon,
Il lui correspond |’ ouverture par adjonction
b s b<x,
Yo(X) = V {0g(8) , 0y(8) < X} = | (2)
O snon.
[ S b < x, il suffit de prendre un a > b pour avoir un terme = b dansle v,
sinon aucun o,(a) Z0n'est < x ] . Larelation (1) devient alors

y(x) = V{8, bOB}.

Théoreme (G. Matheron , J. Serra ) : A toute classe B, < L correspond une
unique ouverture sur L qui rende invariants les b [1 B, . De plus, toute
ouverture algébrigue sur un trelllis L se représente comme la réunion des
ouvertures par adjonction liées a ses invariants par larelation (2).

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 ) CoursMorpho 111.9



‘ Supremad'Ouvertures |

Propriéte :
e Tout supremum d'ouvertures
est une ouverture.

e Tout iInfimum de fermetures
est une fermeture.

Exemple d'application :

Sup d'ouvertures par des segments dans
toutes les directions du plan, (on trie les
objets par leurs longueurs et non par leur
cercle inscrit).

@ ®
(©) (O}
o V 4

ouverturepar @

J. Serra

ouverture par

N

a4

/!

V4

ouverture par /
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‘ Top Hat (Chapeau Haut de Forme) |

La notion de top-hat, due a F.Meyer, est un résidu destiné a éiminer
les variations lentes du signal, ou encore a amplifier les contrastes.
|l Sappligue donc essentiellement aux fonctions.

Définition (F.Meyer) :

« On appelle Top-Hat le résidu entre l'identité et une ouverture
Invariante par trandation verticale :

p(f) = f-y(f) (fonctions) ; p(X)= X\yX) (ensembles)

e On définit de méme un top-hat dual, résidu entre une fermeture et
I identité:

p*(f)=¢(f)-f (fonctions) ; pLX)=0¢(X)\X (ensembles)
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‘ Propriétés du Top-Hat |

| dempotence .

o |etop-hat est idempotent. Si de plus le signal original est positif, le
top-hat devient anti-extensif:

p(p (F) =p(f) , >0 Opp(f)<f
Plus préecisement, le top-hat ramene a zéro les dérives lentes du
signal.
Robustesse .

 SiZestledomaineou l'ouverture def est strictement inférieure af:
Z={x:(yN)(x) < 1(x)}
Alors, si g est une fonction positive a support inclus dans Z:

p(@ =9, p(f+g) =p (f) +p (9
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‘ Utilisation du Top-Hat |

Ensembles:

Le top-hat isole les objets qui ne
sont pas éiminés par |'ouverture,
c'est adire les objets plus grands que
I'élément structurant .

Fonctions:

J. Serra

Le top-hat sert a extraire les
composantes contrastées vis a vis de
I'environnement. Le top-hat par
ouverture extrait les composantes
positives et son dual les négatives.

Schematiguement, le top-hat éimine
les dérives, ce qui provogue une
augmentation de contraste .

|ntensité Original
100 - 7 J

80 T

Ouverture:

60 -

40 A

20 - Top hat

BT
0 20 40 60 80
Echantillon
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Exemple de Top-Hat

Commentaires:Le but est d' extraire les anévrismes ( petites taches claires). Le top-hat c),meilleur
gueleb) est loin d'étre parfait. La bonne solution repose ici sur une ouverture connexe (cf. VI-7).

a) Cliché du fond b) Top hatdea) par ¢) Top hat de a) par le sup
del' oeil . uneouverture de trois ouvertures par
hexagonale de taille 10. des segments de taille10.
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‘ Granulométrie: Point de Vue I ntuitif |

 La granulométrie est I'étude de la taille des objets. En physique, €elle
repose principalement sur le tamisage (grains), et l'injection de mercure
(milieux poreux).

* Or, les grains refusés par le tamis de taille A, qui sont une partie de la
population initiale, sont refusés aussi par tout nouveau tamisage de taille
LU<A. Ce sont ces proprietés que nous allons ériger en axiomes.

 Maisil faudraauss prendre en compte deux autres aspects
- la dépendance des concepts de taille et de forme :

<

S =7

>

- Lerdbledel' homotheétie ( le concept detaille s y reduit-il ?)

Meéthode : Ouvertures ou fermetures par desfamillesd ééments
structurants qui dependent d' un parametre positif, la taille.
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‘ Granulométrie: Point de Vue Théorigue |

 L'axiomatique de Matheron définit comme granulométrie toute
famille:
1)  douvertures{y,} dépendant d'un parametre positif A ,
i) etfonctionsdecroissantesdeA: A=pu>0 Uyy<y,.

Ce second axiome est equivalent au semi-groupe ou la composition de
deux opérations est égale alaplus sévere:
YA Y= YuYa = Yauporp) (1)
{A2p>0 Oy ,<sy} O YVi=whsMhuDuwn v
inversement, v, = y,y, ety, <I 0Oy , <y, doulesemi-groupe (1).]
« S B, et B, déesignent lesinvariantsdey, et dey, , on voit facilement que

1) - B,0B,

« Enfin, quand lesy, (X) =X0oAB sont ouvertures par adjonction selon des
éléments structurants homothétiqgues AB, on obtient une granulométrie s
et seulement st B est convexe.
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‘ Exemple de Granulométrie |

Par dualité, les familles de fermetures
{9, , A>0} croissantes en A engendrent
des anti-granulométries, de loi

(I))\ (I)p = (I)p ¢)\ - (I)sup()\,p) :

| ci, de gauche a droite, fermetures par
des disques croissants.

Commentaire: la surface augmente, mais ni le pé&rimetre, ni le nombre de connexite.
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‘ Granulométrie et M esures |

* Une granulométrie se calcule a
I'aide d'une pyramide de filtres \

dont chague élément (ouverture ' T
ou fermeture) agit selon une el
taille donnée A ; — —{ere %
A est le facteur d' homothétie |22 " N
portant sur le ou les ééments —’\1 g
structurants misen jeu . oLy, 2

« A lasortie de chaque filtre A on | @ —
mesure |' aire ( ensembles) ou § || ouv.1
'intégrale (fonctions), soit M, . | Mesure)—
Laquantité: initial

F,= 1-M,/M, ‘

est une fonction de distribution.
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J. Serra

‘ Spectre Granulométrique'

On utilise souvent aussl le spectre granulométrique qui est la dérivée de

lafonction de distribution granulométrique.

Ensaemble: ‘

A

‘ ‘ -

Spectre

Ensembl n
B

Spectre

Ensemble;

‘ ‘ |-

Spectre

Ensemble: l

A

=i

Spectre

Ensemble: ’

Ensemble: o

A

Ensemble: *
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‘ Réfer ences |

J. Serra

Sur I’ ouverture par adjonction, et sur les granulométries :

Les notions d ouverture e de fermeture par adjonction, et celle de
granulométrie furent introduites par G. Matheron en 1967 {MATG67}, dans
le cas euclidien. En 1975, { MAT75} il lesrelia aux fermetures algébriques
au sens de E.H. Moore ( début du XXeme siecle) et genéralisa le concept
de granulométrie, mais toujours dans le cadre ensembliste. L’ extension aux
trelllis, avec son théoreme de représentation, sont dis a J. Serra { SER88} .
Sur le spectre granulométrique, voir {HUN75}, {SER82, ch.10} et
{MARS87a}. Sur les ouvertures algebriques, voir { RON93} .

Sur le gradient et sur la transformation chapeau haut de forme::

L e gradient morphologique apparait pour la premiere fois avec S. Beucher
et F.Meyer en 1977 {BEU77}, et |'opérateur «chapeau haut de forme»
avec F.Meyer {MEY77}; ces notions sont reformulees en termes
d’ opérations sur les fonctions dans { SER82} . On trouvera de versions plus
sophistiquées de la premiere dans { BEU90}, et de la seconde (€léments
structurants non plans) dans { STE83}, (voir aussi { SER88,ch.9}).
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